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【大學入學考試指定考科數乙(選修)觀念統整】 

第一重點：相關係數與迴歸線(含平均數與標準差)  

(一) 1. 
( )( )i x i y

x y

x y
r

n

 
 

 
  用於 ,X Y  已知。 
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用於 ,X Y  為整數。 

3. 
2 2 2 2

i i x y
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
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       
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 

用於 i ix y 已知。 

 

(二) 重要觀念 

(1) 1 1r    

註：若 0r  表示零相關，0 | | 0.3r  表示低度相關， 

0.3 | | 0.7r  表示中度相關，0.7 | | 1r  表示高度相關， 

1r   又稱完全相關。 

(2) 若 i iy ax b    
1, 0

1, 0xy

a
r

a


  

若

若
 

註：取 1a     iy x b  （即平移）  1xyr   

(3) 若 i iP ax b  ， i iQ cy d  
, 0

, 0

xy

PQ
xy

r ac
r

r ac

  
 

 

(三) 迴歸線：迴歸線為  y xy b x    必過 ,x y   
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【範例一】某校高三共有300位學生，數學科第一次段考、第二次段考成績分別以 

,X Y 表示，且每位學生的成績用0至100評分。若這兩次段考數學科成績 

的相關係數為0.016，試問下列哪些選項是正確的？ 

(1) X 與Y 的相關情形可以用散布圖表示 

(2) 這兩次段考的數學成績適合用直線 X a bY  表示 X 與Y 的相關 

             情形( ,a b為常數， 0b  ) 

(3) 5X  與 5Y  的相關係數仍為0.016  

(4) 10X 與10Y 的相關係數仍為0.016  

(5) 若 ,X Y

X Y

X Y
X Y

 
 
    ，其中 ,X Y  分別為 ,X Y 的平均數， 

             ,X Y  分別為 ,X Y  的標準差，則 X 與Y 的相關係數仍為0.016  

    解：(1) X 與Y 相關情形可用散布圖或相關係數判斷 

(2) 相關程度太低，不適合 

      (3)(4)(5)：可利用 ( , )

, 0

, 0
XY

aX b cY d
XY

r ac
r

r ac 


  

 

(3) 1a c  相關係數 

(4) 10a c    相關係數 0.016  

(5) 
1 X

X X

X X


 
   ，

1 Y

Y Y

Y Y


 
     

1

X

a


  ，
1

Y

c


 0ac   

           相關係數 0.016                               選(1)(3)(4)(5)  

【範例二】某種新藥的用量 X （毫克數）與藥效期間Y （天數）的關係，    

         經調查後的資料如下表： 

X  3  4  6  8  9  

Y  8  12  16  17  22  

         (1) 若 X 與Y 的相關係數為
13

k
，則k      。 

         (2) Y 對 X 的迴歸線為 y ax b  ，則數對 ( , )a b      。 

          (3) 若醫生用藥量為12毫克，試用迴歸線預估藥效可達    天。 

    解：(1) 6X  ， 15Y     
3 2 0 2 3
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(2) 迴歸線
2
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52
15 ( 6)

26
y x    2 3y x    

(3) 12 24 3 27x y         預估藥效可達27 天 

【範例三】設有4 筆資料如下： 

 
 

 

若以最小平方法求出 y 對 x 的迴歸直線方程式為
1 3

2 2
y x  ， 

求數對 ( , )m n      。 

      解： 3x  ，又迴歸線過 ( , )x y    
1 3

2 2y x     
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迴歸線斜率
2

( )( ) 1

( ) 2
i x i y

i x

x y

x

 


 
 





  
11 2 1

10 2

m
   
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x  1 2  4  5  

y  2  m  n  5  
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第二重點：常態分布與信賴區間  

【範例一】國一學生30萬人，智商測驗的結果是「平均數100，標準差15」的常態 

分布，若以智商130以上做為甄選國一學生為資優生的門檻，則根據這次 

測驗的結果判斷下列選項中的敘述，哪些是正確的? 

(1) 約有5% 的國一學生通過資優生甄選門檻 

(2) 約有15萬名國一學生的智商在100以上 

(3) 超過20 萬 國一學生智商介於85至115之間 

(4) 隨機抽出1000名國一學生，可期望有25名資優生 

(5) 如果某偏遠學校有14名的國一學生，那麼該校不會有資優生 

    解：常態分布為左右對稱的圖形，其平均數100位於圖形的中心位置  

   根據68 95 99.7  經驗法則 

   智商130以上(即大於或等於二個標準的右側區堿)占全部人數
5%

2.5%
2

  

   (1) 
1 95%

: 2.5%
2


  

   (2) :30 50% 15  (萬名) 

   (3) :[85,115]為距離平均數100一個標準差以內的區域， 

約占全部的68%    30 68% 20.4   (萬名) 

   (4) :1000 2.5% 25  (名) 

        (5) :無法作此推論                            答：(2)(3)(4)  

【範例二】某廠商委託民調機構在甲、乙兩地調查聽過某項產品的居民佔當地居民之 

百分比(以下簡稱為「知名度」)。結果如下：在95% 信心水準之下， 

該產品在甲、乙兩地的知名度之信賴區間分別為[0.50,0.58],[0.08,0.16]。 

試問下列哪些選項是正確的？ 

(1) 甲地本次的參訪者中，54% 的人聽過該產品 

(2) 此次民調在乙地的參訪人數少於在甲地的參訪人數 

(3) 此次調查結果可解讀為：甲地全體居民中有一半以上的人聽過該產品 

             的機率大於95%  

(4) 若在乙地以同樣方式進行多次民調，所得知名度有95% 的機會落在 

             區間[0.08,0.16]  

(5) 經密集廣告宣傳後，在乙地再次進行民調，並增加參訪人數達原人數 

             的四倍，則在95% 信心水準之下該產品的知名度之信賴區間寬度會 

             減半(即0.04 )                                          

    解：(1) ：此為統計上的推論，無法得知母體的資料 
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(2) 〇：在95%信心水準下的抽樣誤差為
 ˆ ˆ1

2
p p

n


， 

在99.7% 信心水準下的抽樣誤差為
 ˆ ˆ1

3
p p

n


 

甲城市擔心率的信賴區間
3 3

0.4 0.04,0.4 0.04
2 2

      
 0.34,0.46  

(3) ：
0.4 0.6

2 =0.04
n



甲

0.4 0.6
4 0.04 0.04 600n

n


     甲

甲

（人） 

0.6 0.4
2 =0.02 2400n

n


 乙

乙

（人） 

若不區分城市，則
600 0.4 2400 0.6

ˆ 0.56
600 2400

p
  

 


 

故不區分城市的標準差為
0.56 0.44 0.5 0.5

0.01
3000 3000

 
   

(4) ：再次進行民調， p̂
甲

也會改變 

(5) 〇：甲城市全體民眾的「擔心率」是既存的數字，只是我們不知道， 

所以此區間要不就涵蓋真正的 p 值，要不然就沒有涵蓋， 

並無所謂機率的問題，我們可以說：「100個用同樣方法做出來的 

區間，約有95個區間會涵蓋真正的 p 值」 

    選(2)(5) 

【範例三】想要了解台灣的公民對某議題支持的程度所作的抽樣調查，依性別區分， 

          所得結果如下表： 

 

 

 

         請問從此次抽樣結果可以得到下列哪些推論？ 

(1) 全台灣男性公民贊成此議題的比例大於女性公民贊成此議題的比例 

(2) 在95% 的信心水準之下，全台灣女性公民贊成此議題之比例的 

信賴區間為 0.48,0.56 （計算到小數點後第二位，以下四捨五入） 

(3) 此次抽樣的女性公民數少於男性公民數 

(4) 如果不區分性別，此次抽樣贊成此議題的比例 p̂ 介於0.52與0.59之間 

(5) 如果不區分性別，此次抽樣 p̂ 的標準差
ˆ ˆ(1 )p p

n


介於0.02與0.04之間 

 女性公民 男性公民 

贊成此議題的比例 p̂  0.52  0.59  

p̂ 的標準差
ˆ ˆ(1 )p p

n


 0.02  0.04  
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    解：(1) 此為樣本結果而非全體結果 

(2) 所求為   0.52 2 0.02 , 0.52 2 0.02 0.48 , 0.56      

(3) 女性：
1

ˆ ˆ(1 )
0.02

p p

n


 ， ˆ 0.52p   

2

1

0.52 0.48
(0.02)

n


   1

0.52 0.48
642

0.0004
n


    

男性：
2

ˆ ˆ(1 )
0.04

p p

n


 ， ˆ 0.59p   

2

2

0.59 0.41
(0.04)

n


    2

0.59 0.41
403

0.0016
n


       1 2n n   

(4) 不區分性別則比例
1 2

1 2

0.52 0.59
ˆ

n n
p

n n

  



顯然介於0.52與0.59之間 

(5) 由(4)  ˆ0.52 0.59p    ˆ ˆ(1 ) 0.52 0.48p p     

1 2 1

ˆ ˆ(1 ) 0.52 0.48
0.02

p p

n n n

 
  


 

         選(2)(4) 
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第三重點：統計圖表的判讀  

【範例一】下列五個直方圖表示的數據，何者之標準差最大？ 
 
 
 
 
 

     答：(D) 

【範例二】甲、乙、丙三位同學參加推薦甄選學科能力測驗，五科的成績如下表所示。 

          設甲 ，乙 ，丙 分別代表甲、乙、丙三位同學五科成績的標準差。判斷 

          下列那一選項表示甲 ，乙 ，丙 的大小關係？ 

科目 

成績 

學生 

社會 國文 自然 英文 數學 

甲 100  70  80  60  50  

乙 90  60  70  50  40  

丙 80  56  64  48  40  

       (A) 甲 ＞丙 ＞乙 (B) 丙 ＞甲 ＝乙 (C) 甲 ＞丙 ＝乙 

       (D) 乙＞甲 ＝丙     (E) 甲 ＝乙＞丙 。        

    解：設甲班變量 100 , 70 , 80 , 60 , 50ix   

        乙班變量 90 , 60 , 70 , 50 , 40iy   

        丙班變量 80 , 56 , 64 , 48 , 40iz   

        (1) 10i iy x      甲 ＝乙  

        (2) ∵
4

5i iz y    ∴丙 ＝
4

5
乙   ∴丙 ＜乙 

           ∴甲 ＝乙＞丙     ∴選(E) 

【範例三】某年聯考甲、乙兩科成績的直方圖如圖所示(由於考生人數眾多，成績分布 

的直方圖可視為平滑的曲線)，則下列那些敘述是正確的？ 

(A) 甲的算術平均數比乙的算術平均數大 

(B) 甲的中位數比乙的中位數大 

(C) 甲的全距比乙的全距大 

(D) 甲的標準差比乙的標準差大 

(E) 甲的眾數比乙的眾數大           



何明高中數學教學團隊  第 8 頁  版權所有 

    

     解：①  由圖中知甲的算術平均數， 

       中位數及眾數均比乙小 

      ②  但甲的全距與標準差均比乙大 

           選(C)(D) 

 

【範例四】甲、乙兩校有一樣多的學生參加數學能力測驗，兩校學生測驗成績的分布 

都很接近常態分布，其中甲校學生的平均分數為60分，標準差為10分； 

乙校學生的平均分數為65分，標準差為5分。若用粗線表示甲校學生成績 

分布曲線；細線表示乙校學生成績分布曲線，則下列哪一個分布圖較 

為正確？ 

     (1)                      (2)                    (3) 

           
     (4)                    (5) 

                     
   

     解：
,





乙校平均數較大 尖峰點較右側

乙校標準差較小 故分布較窄
 

      又兩校人數相同曲線下面積應相同，故選(1) 

【範例五】袋中有大小相同的藍球3個、紅球2 個，從袋中隨機取出1個記錄顏色後 

再放回袋中，連取10次中有 x 次取到紅球。 

將 0,1,2,3 ,10x   所對應的發生機率 iy ， 0,1,2,3 ,10i   繪出長條圖， 

下列選項中的圖形，何者最可能是繪出的長條圖？ 

(1)                    (2)               (3)                    (4)    
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    解： (p 紅球
2

)
5

 ， (p 藍球
3

)
5

  

        發生機率最大的次數為
2 22

[( 1) ] [(10 1) ] [ ] 4
5 5

n p      次 

       又 10 3 7 10 5 5
3 5

2 3 2 3
( 3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 5)

5 5 5 5
p x C C p x     ，故選(3) 

【範例六】下圖中有五組數據，每組各有 , , , , ,A B C D E F 等六個資料點 

 

 

 

 

 

         各組的相關係數由左至右分別為 1 2 3 4 5, , , ,r r r r r ，則下列關係式何者為真？ 

          (A) 1 2r r   (B) 2 3r r   (C) 3 4r r   (D) 3 5r r   (E) 4 5r r    

     解： 1 2 0r r  ， 3 4 5r r r          選(A)(B)(E) 

【範例七】 , , ,A B C D是四組資料的散佈圖，如圖所示。利用最小平方法計算它們的迴 

          歸直線，發現有兩組資料的迴歸直線相同，試問是哪兩組？ 

 

 

 

 

 

(1) A、 B     (2) A、C     (3) A、 D     (4) B、C     (5) B、 D  

答：(4) 
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 
1 2 3 4 5 6k

P X k x y y x y y

第四重點：期望值與變異數  

【範例一】設隨機變數 X 表示投擲一不公正骰子出現的點數，  P X k 表示隨機 

變數 X 取值為k 的機率。已知 X 的機率分布如下表：（ ,x y 為未知常數） 

 

 

又知 X 的期望值等於3。 

(1) 試求 ,x y 之值。    (2) 投擲此骰子兩次，試求點數和為3的機率。  

【105 年指考數乙】 

解：(1) 由題意知，骰子各點數之機率和為1，即 1x y y x y y       

又期望值為3，即 2 3 4 5 6 3x y y x y y       

2 4 1 1 1
,

5 16 3 3 12

x y
x y

x y

 
    

 

(2) 點數和為3的機率為第一次擲1點且第二次擲2 點 

                     或第一次擲2 點且第二次擲1點 

所求：
1 1 1 1 1

3 12 12 3 18
     

【範例二】以隨機變數 X 表示投擲一顆公正骰子出現的點數，今隨機變數 

         3 5Y X  ，求隨機變數Y 的期望值    、變異數    與 

         標準差    。 

     解：

1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1

6 6 6 6 6 6X

X

P
   

1 7
( ) (1 2 3 4 5 6)

6 2
E X         

2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 91
( ) (1 2 3 4 5 6 ) ( 6 7 13)

6 6 6 6
E X               

 22 291 7 35
( ) ( ) ( ( ) ( )

6 2 12
Var X E X E X       

(1) 
7 31

3 5 ( ) 3 ( ) 5 3 5
2 2

Y X E Y E X          

(2) 
35 105

( ) 9 ( ) 9
12 4

Var Y Var X      (3) 
105

( )
2Y Var Y    

【範例三】有100元、200 元、300元、400 元的紅包袋各一個，由甲、乙、丙三人 

依序各抽取1個紅包袋，抽取後不放回。若每個紅包袋被抽取的機會都 

相等，則甲、乙、丙三人紅包金額總和的期望值為    元。 

【107 年指考數乙】 
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     解：   100 200 300 400
250

4
E x

  
   3 3 250 750E x     

【範例四】設隨機變數 X 滿足 (20,0.3)B 則下列何者為真？ 

(1) X 的期望值為6       (2) X 的標準差大於4    

(3) 6X  時的機率最大   (4) ( 8) ( 10)P X P X     

(5) ( 4) ( 5)P X P X    

     解：(1) X 的期望值為 ( ) 20 0.3 6E X np     

(2) X 的標準差 ( ) (1 ) 20 0.3 0.7 4.2 4X np p         

(3) 
3

[( 1) ] [21 ] [6.3] 6
10

k n p         ( 6)p x  最大 

(4) ( 8) ( 10)P X P X    

(5) ( 4) ( 5)P X P X                    答：(1)(3)(4)(5)  

【範例五】已知袋中有5顆球，其中2 顆是紅色球，從袋中每次取出一球， 

取完均放 回，連取24 次，設隨機變數Y 表示取出紅球的比率 
(1) 求Y 的期望值    與標準差    。 
(2) 重複此試驗多次，估計約95%的紅球比率Y 所在的區間為    。 

     解：5顆球中有2 顆是紅色球，所以每次取到紅色球的機率
2

0.4
5

p    

(1) Y 的期望值   0.4E Y p   

標準差    1 0.4 0.6
0.1

24

p p
Y

n


 
    

(2) 由上述性質知：約有95%的紅球比率所在區間為 

     0.4 2 0.1,0.4 2 0.1 0.2,0.6      

  上述的結果也可以說是： 

  成功比率Y 落在區間 0.2,0.6 中的機率約為95%  
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第五重點：條件機率與貝氏定理  

條件機率 

(1) 設 ,A B為樣本空間S 中的任二事件，且 A為一非空集合， 

則 ( | )P B A
( )

( )

P A B

P A


 表在 A發生的條件下， B 發生的機率。 

(2) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( )

P A B P A B P B
P A B P A B

P B P B P B

         

∴ ( ) 1 ( )P A B P A B    

貝氏定理 

設
1

n

k
k

A S


 （樣本空間）且 i j 時， i jA A   ，則對任意事件 B  

1

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )

i ii
i n

k k
k

P B A P AP A B
P A B

P B P B A P A



 


（ 1, ,i n  ） 

獨立事件 

(1) ,A B 為二獨立事件，則      P A B P A P B   

         P A B P A P B P A P B      

(2) ,A B 為二互斥事件，則   0P A B   

     P A B P A P B     

(3) 若 ,A B 獨立時    
 

   
   P A B P A P B

P A B P A
P B P B


  ∣  

此時 A與 B 亦獨立即    P A B P A ∣  
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【範例一】某校數學複習考有400 位同學參加，評分後校方將此400 位同學依總分 

由高到低排序：前100人為 A組，次100人為 B 組，再次100人為C 組， 

最後100人為 D 組。校方進一步逐題分析同學答題情形，將各組在填充 

第一題（考排列組合）和填充第二題（考空間概念）的答對率列表如下： 

 

 

 

 

請選出正確的選項： 

(1) 第一題答錯的同學，不可能屬於 B 組 

(2) 從第二題答錯的同學中隨機抽出一人，此人屬於 B 組的機率大於0.5  

(3) 全體同學第一題的答對率比全體同學第二題的答對率高15%  

(4) 從C 組同學中隨機抽出一人，此人第一、二題都答對的機率不可能大 

             於0.3                                   【100 年指考數乙】 

    解：(1) 第一題答錯的同學中有20 位屬於 B 組 

(2) 
20 2

0.5
0 20 70 100 19

P   
  

 

(3) 全體第一題答對率 

              
1 1 1 1

100% 80% 70% 20% 67.5%
4 4 4 4

          

全體第二題答對率
1 1 1 1

100% 80% 30% 0% 52.5%
4 4 4 4

          

全體第一題答對率比第二題答對率高15%  

選(3)(4)  

【範例二】某個城市的普查（全面調查）發現60%的高中生有打工的經驗，也發現70%  

的高中生有意願就讀大學。如果使用簡單隨機抽樣，由該城市的高中生中 

抽出一位同學。請選出正確的選項。 

(1) 被抽出同學有意願就讀大學的機率為0.7  

(2) 被抽出同學有打工的經驗、且有意願就讀大學的機率至多為0.6  

(3) 被抽出同學有打工的經驗、且有意願就讀大學的機率至少為0.35 

(4) 被抽出同學有打工的經驗、但是無意願就讀大學的機率為0.18  

                                                        【101 年指考數乙】 
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    解：令 A表選取高中生有打工經驗的事件， 

B 表選取高中生有意願就讀大學的事件 

  0.6P A  ，   0.7P B   

(1) ( ) 0.7P B   

(2) ( ) ( ) 0.6P A B P A    

(3) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B      

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 0.3P A B P A P B P A B P A P B           

(4) ( ) 0.6P A  ， ( ) 1 ( ) 0.3P B P B       ( ) ( ) 0.18P A P B       

但必須 A、 B為獨立事件時 ( ) ( ) ( ) 0.18P A B P A P B    時才會成立 

本小題無法判別 A與 B是否獨立 

選(1)(2)  

【範例三】某實驗室欲評估血液偵測老年癡呆症技術的誤判率(即偵測錯誤的機率)。 

          共有760人接受此血液偵測技術實驗，實驗前已知樣本中有735人未患 

老年癡呆症。實驗後，血液偵測判斷為未患老年癡呆症者有665人，其中 

真正未患老年癡呆症有660人。試問此血液偵測技術的誤判率為    。 

          (化為最簡分數)                                  【98 年指考數乙】 

   解： 

 
 

 
 
 

735 75 25 5 2
( )

760 735 760 25 19
P     誤判率

 
 

 

【範例四】保險公司把投保竊盜險的住宅分為 ,A B 兩級，其所占比率分別為 

60%,40% 。過去一年 ,A B 兩級住宅遭竊的比率分別15%,5% 為。據此， 

公司推估未來一年 ,A B 、兩級住宅被竊的機率分別為0.15,0.05。今 A級住 

宅中的20%經過改善，重新推估這些改善過的住宅未來一年被竊的機率會 

降為0.03；而其他住宅被竊機率不變。根據以上資料，試選出正確的選項。 

(1) 全體投保的住宅中，過去一年遭竊的比率為12%  

(2) 過去一年遭竊的投保住宅中， A級所占的比率超過90%
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(3) 推估未來一年，改善過的 A級住宅的被竊機率為原來的
1

5
  

(4) 經改善後，推估未來一年被竊機率，全體投保的 A級住宅會小於 

全體投保的 B 級住宅 

(5) 經改善後，推估未來一年全體投保的住宅被竊機率小於0.11
 【107 年指考數乙】

 

    
解：(1) 0.6 0.15 0.4 0.05 0.11p       

(2) 
0.6 0.15 9

0.9
0.11 11

p


    

(3) 
0.6 0.2 0.03 1

0.6 0.2 0.15 5
p

 
 

 
 

(4) ( ) 0.12 0.03 0.48 0.15 0.0756p A        ( ) 0.05p B   

(5) 0.12 0.03 0.48 0.15 0.4 0.05 0.0956 0.11p           選(3)(5) 
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第六重點：應用題中的極值探討            

 (甲) 二次函數配方  

【範例一】設二次實係數多項式函數   2 2f x ax ax b   在區間 1 1x   上的最大 

值為7，最小值為3，求數對 ,a b 的所有可能值    。 

                                                    【101 年指考數乙】 

解：    2
1f x a x b a    ， 1 1x    

(1) 0a  時，  f x b 非二次函數(不合) 

(2) 0a  時，最大值  1 3 7f a b    

最小值  1 3f b a         , 1,4a b   

(3) 0a  時，最大值  1 7f b a     

最小值  1 3 3f a b        , 1,6a b    

【範例二】設 2, ( ) 4 , ( 1 1)a R f x x ax x       ，在2 4a  時， ( )f x 的 

最大值為(A) 5 a   (B) 5 a   (C) 8 2a   (D) 20 4a   (E) 
2

4
4

a
  

    解：由已知
2

2( ) ( ) 4
2 4

a a
f x x    ( 1 1x   )   對稱軸

2

a
x    

             但 2 4a    1 2
2

a
     1 2

2

a
      

             此時 1 1x   時 

             最大 (1) 5f a   

            最小 ( 1) 5f a     

【範例三】二次函數 

    
  

  
  

  
  

1 4 2 4 2 1
2 7 2

2 1 2 4 1 2 1 4 4 2 4 1

x x x x x x
f x

     
     

       
， 

試求  f x 的最大值為    。 

    解：    2 4 2f f   ，
  1 7f 

 

            2 4 2f f    對稱軸
2 4

1
2

x
 

    1x  時，  1 7f  最大 

【範例四】有9名小學生的年齡分別為 1 2 9, , ,x x x ，其算術平均數為10，標準差 

為5，若令 2 2 2
1 2 9( ) ( ) ( ) ( )f x x x x x x x       ，下列何者為真？ 

(1) (10) 7f        (2) (10) 225f    (3) 2 2 2
1 2 9 1125x x x     

(4) (5)f 是極小值  (5) (10) (2)f f  
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     解： 10x  ， 5x   

(1)(2) 得
9

2

1

1 1
( 10) (10) 5

9 9x i
i

x f


      (10) 225f   

(3) 
9 9

2 2 2 2

1 1

1 1
10 5

9 9x i x i
i i

x x 
 

       

9
2

1

1
100 25

9 i
i

x


     
9

2

1

1125i
i

x


   

(4)(5) 2 2 2
1 2 9( ) ( ) ( ) ( )f x x x x x x x       最小時 10xx    

  (10)f 為極小值   (2) (10)f f   

選(2)(3)(5) 

 (乙) 線性規劃  

【範例一】令 ,A B
 

為坐標平面上兩向量。已知 A


的長度為1， B


的長度為2 且 A


與 B


 

          之間的夾角為60。令 u A B 
  

， v x A y B 
  

，其中 ,x y且符合 

        6 8x y   以及 2 0x y    ，則內積 u v
 

的最大值為    。 

                                                             【102 年學測】 

    解： u v A B x A y B
         

  
      

2 2

x A x y A B y B      
 

  1 2 cos60 4 2 5x x y y x y          

   

 
 
 
   

2,4 24

3,3 21
2 5

4,4 28

3,5 31

x y




  


  最大

 

【範例二】已知一個線性規劃問題的可行解區域為四邊形 ABCD 及其內部，其中 

        (4,0), (8,10)A B ， (6,14), (2,6)C D 為坐標平面上的四個點。若目標函數 

        32k ax by   （ ,a b為實數）在四邊形 ABCD 的邊界上一點 (4,10) 有 

         最小值18，則a      ，b      。          【99 年指考數乙】 

   解： (4,10) 在CD 上 / /L CD   

 故CD 上的點代入均為最小值18  

2 6 32 18

4 10 32 18

a b

a b

  
   

 14a  ， 7b    
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( , ) ( , )

(0,0) 0

(80,0) 96000

(60,40) 112000( )

(0,100) 100000

x y f x y

Max

 

【範例三】某公司生產兩種商品，均以同型的箱子裝運，其中甲商品每箱重20 公斤， 

乙商品每箱重10公斤。公司出貨時，每趟貨車最多能運送100箱，最大載 

重為1600公斤。設甲商品每箱的利潤為1200元，乙商品每箱的利潤為1000  

元。 

(1) 設公司調配運送時，每趟貨車裏的甲商品為 x 箱，乙商品為 y 箱。 

         試列出 ,x y 必須滿足的聯立不等式。 

(2) 當 ,x y 的值各為多少時，可使每趟貨車出貨所能獲得的利潤為最大？ 

             此時利潤為多少元？                      【101 年指考數乙】 

    解：(1) 

, 0

100

20 10 1600 2 160

x y

x y

x y x y


  
     

( , )x y  

(2) 利潤 ( , ) 1200 1000f x y x y   

   可行解範圍： 

 

               

   

 

 

60, 40x y   時利潤最大為112000元。 
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第七重點：聯立方程組及其幾何意義  

 (甲) 加減消去法  

【範例一】當n 為正整數時，令 nx a 、 ny b 、 nz c 為三元一次聯立 

方程組

0

2 3 0

2 3 8

x y z

x y z

nx ny z n

  
   
   

之唯一解，則 lim n
n

a


     。    

解：
0 2

2 3 0
x y z y z
x y z x z
          

代入第3式  

得
8

2 2 3 8
3 4

n
nz nz z n z x

n
      


 

8

3 4n
n

a
n

 


 

8
lim lim 2

3 4n
n n

n
a

n 
   


 

 (乙) 矩陣列運算  

【範例一】設 cba ,, 為實數，下列有關線性方程組

2 1

3 4 1

2 10 7

x y az

x y bz

x y z c

  
    
   

的敘述 

哪些是正確的？ 

(1) 若此線性方程組有解，則必定恰有一組解 

(2) 若此線性方程組有解，則11 3 7a b   

(3) 若此線性方程組有解，則 14c   

(4) 若此線性方程組無解，則11 3 7a b   

(5) 若此線性方程組無解，則 14c              【 98年 學 測 】  
解： 

 

 

 

1 2 1

0 2 3 4

0 0 7 11 3 14

a

b a

a b c

 
     
    

 

故① 7 11 3 0a b   ， 14 0c   無解，即11 3 7a b  ， 14c  無解 

② 7 11 3 0a b   ， 14c    無限多解 

③ 7 11 3 0a b     唯一解                    選(4)(5) 
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 (丙) 克拉瑪公式  

【範例一】設a，
( 3) 4 5 3

2 (5 ) 8

a x y a

x a y

   
   

 

(1) 若方程組無解，則a      。  

(2) 若方程組無限組解，則a      。 

(3) 若方程組恰有一組解，則a      。 

    解： 23 4
8 7 ( 1)( 7)

2 5

a
a a a a

a


       


 

   25 3 4
3 10 7 ( 1)(3 7)

8 5x

a
a a a a

a


         


 

  
3 5 3

14( 1)
2 8y

a a
a

 
     

  (1) 無解時         0  但 x 或 0y    7a    

  (2) 無限組解時     0x y            1a    

  (3) 恰有一組解時   0                 1, 7a     

 (丁) 利用反方陣  

【範例一】考慮一次方程組 t

x a
M

y b

   
    
   

，其中
1 1 2

3 1 3 3 1t

t
M

t t t t

   
          

，t R ，

則： 

(1)使此方程組有解的充要條件為    。 

(2)若 0t  ， 0a  ， 1b   ，則 1
0det( )M       ，且 

( , )x y      。                    【84 年日大】  

解：(1) 有解充要條件為det 0tM  ∴
1 1 2

0
3 1 3 3 1

t

t t t t
 

   
   

  ∴ 2( 2 3)( 5) 0t t t    3t   ，1，5  

(2) 0

0 1 1 2 3 1

3 1 3 1 6 7
M

     
      
     

   1
0

0

1 1
det( )

det 15
M

M
   又 

3 1 0

6 7 1

x

y

     
          

1
3 1 0

6 7 1

x

y


     

           

1
7 1 01 15
6 3 1 115

5

 
    

            
  

 

    ∴
1 1

( , ) ( , )
15 5

x y


  
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第八重點：級數求和(含收斂與發散討論)

(甲)收斂與發散

【範例一】設 1 2, , , ,na a a 是一公比為
1

2
的無窮等比數列且 1 1a  。試問以下哪些

數列會收斂？ 

(1) 1 2, , , ,na a a    (2) 2 2 2
1 2, , , ,na a a   (3) 1 2, , , ,na a a 

4) 
1 2

1 1 1
, , , ,

na a a
    (5) 1 2log ,log , , log ,na a a 【106 年指考數乙】

     解：無窮等比數列收斂 1 1r   ；無窮等差數列公差不為0則發散

(1) 公比為
1

2
收斂 (2) 公比為

1

4
收斂  (3) 公比為

1

2
收斂

(4) 公比為2發散

(5) 為等差數列，公差為 2
2 1

1

1
log log log log log 2 0

2

a
a a

a
     

發散到 選(1)(2)(3) 

【範例二】已知數列 , , , ,n n n n na b c d e 定義如下：

( 1)n
na   ； 1n n nb a a   ；

10
( )

3
n

nc   ；
1

3n nd c ；
1

n
n

e
c

 ；

其中 1,2,3,n  。下列選項中，試選出會收斂的無窮級數。

(1)
1

n
n

a



   (2)

1
n

n

b



   (3) 

1
n

n

c



   (4) 

1
n

n

d



   (5)

1
n

n

e





【107 年指考數乙】 

解：無窮等比級數收斂 1r  故(1)(3)(4)均不合 

(2) 1 0n n nb a a      故
1

n
n

b



 收斂 

(5) 
1 3

10

n

n

n

e
c

    
 

  故
1

n
n

e



 收斂 選(2)(5) 

【範例三】無窮級數 21 1 1
1 ( ) ( )

1 1 1
n

x x x
    

  
 ，則

(1) 收歛時， x 範圍為 ，(2) 若此級數和為2x ，則 x  。 

    解：(1) 收歛時公比
1

1
1 x




   ∴ 1 1x     ∴ 1 1x   或 1 1x   

∴ 0x  或 2x  
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(2) 
1

2
1

1
1

x

x






   ∴
1

2
x

x
x


    ∴ 22 1 0x x    

      ( 1)(2 1) 0x x      ∴ 1x  或
1

2
 (不合) 

 (乙)無窮等比級數  

【範例一】(1) 已知a 、b、c為正整數且2 9a b c    ，若 

              0. 0.0 0.00a b c  為無窮等比級數，則序 ( , , )a b c      。 

          (2) 求(1)之級數和為    。 

    解：(1) 所求
9 90 900

a b c
   ，   2( )

9 900 90

a c b
   

   2b ac ， ( , , )a b c  (4,6,9) 。 

(2) 公比 90

9

b

a 10

b

a


6

40


3

20
   級數和 9

3
1

20

a




4
9

17
20


4 20

9 17
 

80

153
  

【範例二】已知 ABC 為直角三角形， 24, 16AB AC 　　 ， 

          在 ABC 內作一個內接正方形 1 1 1AB C D ，其面積  

        為 1S ，在 1 1B BC 內作第二個內接正方形 1 2 2 2B B C D ， 

        其面積為 2S ，仿此繼續進行，求所有正方形面積的和。  

     解：設 1 1AB AD x    ∵ 1 1 ~CD C CAB   

∴ 1

1 1

CD CA

D C AB
   

16 16 2

24 3

x

x


     ∴

48

5
x    ∴ 2

1
48 2304

( )
5 25

a     

∴ 2 2 22 2 1 1

1 1

48/5 3
( ) ( ) ( ) ( )

16 5

C B C B
r

C B CA
      ∴

2

2

48
( )

5 144
3

1 ( )
5

S  


 

【範例三】數列 1 2, ,a a 中，其奇數項是一個公比為
1

3
的等比數列，而偶數項是一個 

公比為
1

2
的等比數列，且 1 23, 2a a  。試選出正確的選項。 

(1) 4 5 6 7a a a a      (2) 10

11

10
a

a
 　  (3) lim 0nn

a



 

(4) 1lim 0n

n
n

a

a



 　 　   (5) 

100

1

9n
n

a



       

【109 年指考數乙】 
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解：由題意可知 2 1 1

1 1
3

3 3

k

k k
a  

    
 

，

1

2 2

1 1
2

2 2

k

k k
a





    
 

 

(1) 4 5 6 7

1 1 1
1, , ,

3 2 9
a a a a    ，故 4 6 5 7a a a a    

(2) 10

11

1
818 10

1 8
81

a

a
    

(3) 2 1 1

1
lim lim 0

3k kk k
a   

  ， 2 2

1
lim lim 0

2k kk k
a

 
   

     奇數項偶數項皆收斂到0，因此 lim 0nn
a


  

(4) 

12

2 1

1

2

2 1 2
lim lim lim 0

3 2 3

kk

k

kk k k
k

a

a




  

    
 

 

     

11

2 2

1

2 1

3 3
lim lim lim

2 2

kk

k

kk k k
k

a

a




  


    
 

發散，因此 1lim n

n
n

a

a



發散 

(5) 

50 50

50 50
100

1

1 1
3 1 2 1

3 2 9 9 1 1
4 4

1 1 2 2 3 21 1
3 2

n
n

a


              
                  

    
  

                   

9 17
4 9

2 2
    選(2)(3) 

 (丙)極限  

【範例一】設n 為正整數，方程式 2 2 0x x n   的兩根為 na 與 nb ，且 n na b 。 

試問下列哪些選項是正確的?  

(1) 0na  對所有n 皆成立   (2) 2n na b  對所有n 皆成立   

(3) 1n nb b  對所有n 皆成立  (4) 1lim 1n n

n

a a

n



  (5) lim 2n n

n

a b

n


     

   解： 1 1na n   ， 1 1nb n    

(1) 0na      (2) 2n na b      (3) n N  ， 1n nb b   

(4) 1 (1 1 )(1 2 )
lim limn n

n n

a a n n

n n


 

    
  

1 1 1 2
lim( )( ) 1 1 1
n

n n

n n

   
     
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(5) 
2 1

lim lim 2n n

n n

a b n

n n 

 
  ，選(1)(2)(4)(5) 

【範例二】設 na 為一等差數列。已知 2 4 6 186a a a   ， 3 7 110a a  。 

       令 1 2n ns a a a    。則極限
2

lim n

n

s

n
     。 【105 年指考數乙】 

     解： 2 4 6 4 4186 3 186 62a a a a a        

     3 7 5 5110 2 110 55a a a a      ，可得 5 4 17, 83d a a a      

    
    2

1

7 173
2 1 166 7 1

2 2 2 2n

n n
S a n d n n n              

 

2

7
lim

2
n

n

S

n
    
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第九重點：矩陣          

 (甲) 基本矩陣運算  

【範例一】一實驗室培養兩種菌，令 na 和 nb 分別代表兩種培養菌在時間點n 的 

數量，彼此有如下的關係： 1 2( ),n n na a b   1 2n nb b  ( 0,1,2, )n  … 。 

若二階方陣
a b

A
c d

 
  
 

滿足
3

3

n n

n n

a a
A

b b




   
   

   
，(其中 0,1,2,n  …)，則 

a     ，b     ，c     ，d     。  【94 年指考數乙】 

      解： 1 12( ), 2n n n n na a b b b       1

1

2 2

0 2
n n

n n

a a

b b




    
     

    
 

           

2 3

3 2 1

3 2 1

2 2 2 2 2 2

0 2 0 2 0 2
n n n n

n n n n

a a a a

b b b b
  

  

            
               

            
 

           

3
2 2 8 24

8 , 24 , 0 , 8
0 2 0 8

A a b c d
   

          
   

 

 (乙) 二階反方陣  

 

1
1a b d b

c d c aad bc

    
      

 

【範例一】 ,x c 為實數，方陣
3 2

2
A

x

 
   

、
3 2

2
B

x

 
  
 

。已知 A的反方陣恰好是 B的 

         c 倍(其中 0c  )，則數對 ,x c      。      【105 年指考數乙】 

       解：
1

2 3 21 1 1
3,

2 3 23 4 3 4 13

x
A c x c

xx x
     
            

 

【範例二】考慮一次方程組 t

x a
M

y b

   
   

   
，其中 

          
1 1 2

,
3 1 3 3 1t

t
M t R

t t t t

   
          

，則 

          (1)使此方程組恆有解的充分必要條件為    。 

          (2)若 0, 0, 1t a b    ， 

             則 1
0det( ) _____M   ， ( , ) _______x y  。 【84 年日大】 

      解：(1) 
1 1 2

| | 0
3 1 3 3 1t

t
M

t t t t
 

   
 2( 2 3)( 5) 0 1, 3,5t t t t        
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(2) 0

0 1 1 2 3 1

3 1 3 1 6 7
M

     
      
     

1 1 1
0 0

1
det( ) det( ) (21 6)

15
M M        

且
3 1 0

6 7 1

x

y

     
          

       

1
7 1 1

3 1 0 015 15 15
6 7 1 6 3 1 1

15 15 5

x

y


   

          
                          

      

   
1 1

( , ) ( , )
15 5

x y    

 (丙) 轉移矩陣   

【範例一】某地區有甲、乙、丙三家牛乳商，根據調查，甲公司每年保留60%的顧客， 

而轉向乙公司與丙公司訂購的顧客各佔20%，乙公司每年保留40%的顧客 

而轉向甲公司與丙公司訂購的顧客分別佔40%與20%，丙公司每年保留 

20%的顧客，而轉向甲公司與乙公司訂購的顧客分別佔60%與20%， 

若目前三家公司的市場佔有率分別為20%，20%，60%，且顧客人數不變， 

則二個觀察期後，這三家公司的預估市場佔有率為何？ 

      解：此馬克夫鏈推移矩陣為

0.6 0.4 0.6

0.2 0.4 0.2

0.2 0.2 0.2

A

 
   
  

 

          一個觀察期後佔有率為

0.2 0.56

0.2 0.24

0.6 0.20

A

   
      
      

 

            二個觀察期後佔有率為

0.56 0.552

0.24 0.248

0.20 0.20

C A

   
        
      

 

          甲佔55.2%，乙佔24.8% ，丙佔20%  

【範例二】某縣縣政府每週五對全縣居民發放甲、乙兩種彩券，每位居民均可憑身分 

證免費選擇領取甲券一張或乙券一張。根據長期統計，上週選擇甲券的民 

眾會有85% 在本週維持選擇甲券、15%改選乙券；而選擇乙券的民眾會有 

35%在本週改選甲券、65%維持乙券。所謂穩定狀態，係指領取甲券即 

乙券的民眾比例在每週均保持不變。 

(1) 試寫出描述上述現象的轉移矩陣。 

(2) 試問領取甲券和乙券民眾各占全縣居民百分比多少時， 

會形成穩定狀態？                    【106 年指考數乙】 
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       解：(1) 0.85 0.35

0.15 0.65

 
 
 

甲 乙

甲

乙

 

(2) 設領取甲券占a ，領取乙券為1 a  

0.85 0.35

0.15 0.65 1 1

a a

a a

     
           

0.7 70%a    

所以領取甲券占70%，領取乙券占30%   
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第十重點：向量與面積 

 (甲) 二度與三度空間的面積  

(1) ABC 面積 1
sin

2
ab C  ( )( )( )s s a s b s c   

4

abc
r s

R
   

(2) 

2 2

21
( )

2
ABC AB AC AB AC  

   
 1 2

1 2

1

2

a a

b b
 ∣ ∣ 

(若 1 2( , )AB a a


， 1 2( , )AC b b


)   

(3) 三度空間的面積：設    1 2 3 1 2 3, , , , ,OA a a a OB b b b 
 

， 

則 OAB 面積

2 2 2
1

2
OA OB OA OB

 
   

 

  
 

【範例一】設 a


、 b


所張平行四邊形面積為3，則以3 a b
 

與 a b
 

為所張出的 

平行四邊形面積為    。 

    解：令 1 2( , )a a a


、 1 2( , )b b b


  
1 2

1 2

3
a a

b b
   

   1 1 2 23 (3 ,3 )a b a b a b   
 

  1 1 2 2( , )a b a b a b   
 

 

   所求
1 1 2 2

1 1 2 2

3 3a b a b

a b a b

 


 
1 1 1 1

2 2 2 2

3

3

a b a b

a b a b

 


 
 

        
1 1

2 2

3 1

1 1

a b

a b



3 4   12  

【範例二】考慮坐標平面上相異五點 , , , ,O A B C D。已知向量 3OC OA
 

， 3OD OB
 

， 

且向量 AB


的坐標表示為 (3, 4)AB  


，試回答下列問題。【108 年指考數乙】 

(1) 試以坐標表示向量 DC


。    

(2) 若 (1,2)OA 


，試利用二階行列式與面積的關係，求 OCD 的面積。 

      解：(1) DC OC OD   
3 3OA OB  

3 3BA AB       3 3, 4 9,12      

(2) AB OB OA   
，      3, 4 1,2 4, 2OB AB OA        

 

 3 3,6OC OA   
；  3 12, 6OD OB   

 

3 61
45

12 62
OCD  


面積 ∣ ∣
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 (乙) 向量運算  

【範例一】如圖，已知圓O 與直線 BC 、直線 AC 、直線 AB  

均相切，且分別相切 , ,D E F 。又 4BC  ， 

5AC  ， 6AB  。 

(1) 假設 BF x ，試利用 x 分別表示 BD ，CD 以及 AE ，並求出 x 之值。 

(2) 若將 AD


表示成 AB AC 
 

，則 、之值為何？     

解：(1) BD BF x   (切線段長相等) 4CD BC BD x     

 5 4 9AE AC CE AC CD x x          

9 6AE AF x x        
3

2
x   

 (2) 
3 5

, : 3:5
2 2

DB DC DB DC   
   

5 3

8 8
AD AB AC    

 

           

5 3
,

8 8
     

【範例二】(1) 如圖， : 2 :3AD DB  ， : 5 :3AE EC   

        且 BE


交CD


於 F ，若 AF x AB y AC 
  

， 

        則序對 ( , )x y      。 

(2) 設O 為任意點且OF mOA nOB rOC  
   

，則 ( , , )m n r      。 

解：(1) 

5
( , , )

2
8

( , , )
5

x AD y AC C F D
AF x AB y AC

x AB y AE B F E


   

 






共線

共線

 
  

 
 

∴

5
1

2
8

1
5

x y

x y

  

  


    ∴
1

5
x  ，

1

2
y   

(2) ∵
1 1

5 2
AF AB AC 
  

   ∴
1 1

( ) ( )
5 2

OF OA OB OA OC OA    
     

 

∴
3 1 1

10 5 2
OF OA OB OC  
   

    ∴
3 1 1

( , , ) ( , , )
10 5 2

m n r 
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【範例三】在 ABC 中， E、 F 為 AC 邊上的三等分點，其中 E介於 F ， A之間。 

如下圖， 在直線 EB


、 FB


上分別有點G 、 H 使得向量 BC HG 
。 

(1) 求 :FB BH 之比值。 

(2) 設 AH AB AC  
  

，其中 ，為實數，試求 ，。 

 

 

 

 

        解：(1) BC HG 
，四邊形 BCGH 為一平行四邊形， 

        故 // //GC HB BF
  

，且 BH CG  

           EGC 中，因為 //BF GC
 

，且 EF FC ， 

            故
1 1

2 2

BF EF FB

GC EC BH
     

(2) 
2

3
3

AH AF FH AC FB   
    

 

         
2

3( )
3

AC AB AF  
   2 2

3( )
3 3

AC AB AC  
   4

3 ( )
3

AB AC  
 

 

【範例四】平面向量 u


和向量 v


互相垂直，且  4, 7u v  
 

。若 u


的長度為6， 

          則 v


的長度為    。                        【106 年指考數乙】 

          解：  
2

2
4, 7u v  

 
2 2 2 2

2 65u v u v u v      
     

 

              

2

36 65v  


29v 


 

【範例五】坐標平面上有一質點沿方向 (1,2)u 


前進，現欲在此平面上置一直線 L， 

使得此質點碰到 L時依光學原理(入射角等於反射角)反射，之後沿方向 

( 2,1)v  


前進，則直線 L的方向向量為 (1, )w a


時，a      。 

                                                     【97 年學測】 

    解： (1,2) ( 2,1) ( 1,3)N u v      
  

 

   (1, 3)w N    
 

3a    



何明高中數學教學團隊  第 31 頁  版權所有 

 

【範例六】已知一直線通過點 (1, 2 )P  且與直線 : 3 1 0L x y   夾角為 ，且 

          
3

cos
5

  ，則此直線方程式為    。 

     解：令 : 2 ( 1)L y m x       即 2 0mx y m        L法向量 1 ( , 1)N m 


 

     : 3 1 0L x y   法向量 2 (1,3)N 


  

1 2

1 2

cos
N N

N N

 
 




   

2

33

5 1 10

m

m


 

 
   2 290( 1) 25( 3)m m    

 2 218( 1) 5( 3)m m     213 30 27 0m m    (13 9)( 3) 0m m     

9

13
m  或 3    L 方程式為9 13 35 0x y   或3 1 0x y    

 (丙) 向量的內積與投影  

【範例一】在坐標平面上的 ABC 中， D 為 AB的中點，且點 E 在射線 AC


上，滿足 

          3AE AC 。若向量內積 15AC AD 
 

，則向量內積 AB AE 
 

    。 

                                                      【107 年指考數乙】 

解：假設 AD x
、 AC y

 

cos 15AC AD y x A     
 

2 3 cos 6 15 90AB AE x y A        
 

【範例二】設 (3,4)a 


，直線 : 2 4 0L x y   ，令 a b c 
  

，其中 b


與直線 L  

平行且 c


與直線 L垂直，求 b 


    及 c 


    。 

     解： : 2 4 0L x y   方向向量 (2,1)u 


 

    2

a u
b u

u


 

 
 



10
(2,1)

5
 (4,2)  

    c a b  
  

(3,4) (4,2)  ( 1,2)   
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【範例三】設 (2,1), ( 4,8),A B C 為坐標平面上三點，O 為原點，滿足   

          OC aOA bOB   
( ,a b為實數) 

          (1) 設 ( , )CA x y


，將 x 與 y 分別以 ,a b表示。 

          (2) 若C 在直線 AB 上，且OC


垂直 AB


，試求 ,a b的值。 

      解：(1) (2,1), ( 4,8)OA OB  
 

 (2 4 , 8 )OC aOA bOB a b a b     
  

 

              ( , ) (2,1) (2 4 , 8 )x y CA OA OC a b a b      
  

 

                    (2 2 4 ,1 8 )a b a b     2 2 4 , 1 8x a b y a b        

           (2) 
( 6,7)AB  


，C 在直線 AB 上    

               
2 2 4 1 8

// 1
6 7

a b a b
CA AB a b

   
     


 

  OC垂直  

               0 6(2 4 ) 7( 8 ) 0 16AB OC AB a b a b a b         
  

 

               
1 16 1

,
16 17 17

a b
a b

a b

 
   

 

 (丁) 距離公式  

【範例一】坐標平面上O 為原點， P 點坐標為 1,0 ，直線 L的方程式為 2 4x y   。 

請選出正確的選項。 

(1) 在直線 L上可以找到一點 A，滿足向量OP


與OA


平行 

(2) 在直線 L上可以找到一點 B，滿足向量OP


與OB


垂直 

(3) 在直線 L上可以找到一點C ，滿足向量OC


與 PC


垂直 

(4) 在直線 L上可以找到一點 D ，滿足 2PD   

(5) 在直線 L上可以找到一點 E，滿足 EOP 為等腰三角形 

【105 年指考數乙】 

    解：(1) 取  4,0A  //OP OA 
       (2)取  0,2B OP OB  

 

(3) 以OP 為直徑之圓圓心
1

( ,0)
2

K ，半徑
1

2
，

1
( , )

2
d K L   

        以OP 為直徑之圓與直線 L不相交 90OCP  
 

        OC


與 PC


夾角為銳角 

(4)   5
, 5 2

5
d P L   

   
D 點找不到 

(5) 找OP 中垂線與 L交於 E則 EO EP EOP 為等腰三角形 

                                                       答：(1)(2)(5) 
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第十一重點：多項式  

 (甲) 插值法  

【範例一】二次函數 ( )y f x 圖形過 (1,1) , (2,3) , (3,7)，求 (4)f      。 

   解一： (1) 1f  ， (2) 3f  ， (3) 7f    可令 ( ) ( 1)( 2) ( 1) 1f x a x x b x       

    
(2) 3 1 3 2

(3) 7 2 2 1 7 1

f b b

f a b a

     
       

  

    ( ) ( 1)( 2) 2( 1) 1f x x x x         (4) 6 6 1 13f      

   解二：
( 2)( 3) ( 1)( 3) ( 1)( 2)

( ) 1 3 7
(1 2)(1 3) (2 1)(2 3) (3 1)(3 2)

x x x x x x
f x

     
     

     
 

      
1 7

( 2)( 3) 3( 1)( 3) ( 1)( 2)
2 2

x x x x x x          

   (4) 1 ( 9) 21 13f       

【範例二】設   3 2f x x ax bx c    為實係數多項式函數。若    1 2 0f f  且 

 3 4f  ，則 2a b c  的值是下列哪一個選項？ 

(1) 1  (2) 2   (3) 3   (4) 4    (5) 5        【106 年指考數乙】 

解：     1 2 (3) 2(3 ) 4 2
2 2

c c
f x x x x f c            

   

     2 3 21 2 4 5 2f x x x x x x       
 

4, 5, 2a b c          2 4a b c   
 

(乙) 餘式與因式定理  

【範例一】若 3 2( ) 2 5f x x x x    ，則多項式 ( ) ( ( ))g x f f x 除以 2x  所得的餘式 

         為    。(1) 1   (2) 2    (3) 7    (4) 9    (5) 11     

     解： ( )g x 除以 ( 2)x  餘 (2)g  

          ∴ (2) ( (2)) (3) 27 18 3 5 11g f f f        

【範例二】設 ( )f x 為一實係數多項式，且 ( )f x 除以 2( 1)( 2)x x  的餘式為 

       
2( 2) ( )x g x  ，其中 ( )g x 為一次多項式。請選出正確的選項。 

       (1) 若知道 (1)f 及 (2)f ，則可求出 ( )g x  

       (2) ( )f x 除以 ( 2)x  的餘式是 (2)g  

       (3) ( )f x 除以 ( 1)x  的餘式是 (1)g  

       (4) ( )f x 除以 2( 2)x  的餘式是 ( )g x  

       (5) ( )f x 除以 ( 1)( 2)x x  的餘式是 2 ( )x g x    【104 年指考數乙】 
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解：           2 2
1 2 2f x x x Q x x g x      ，  g x lx m   

(1)    1 1 1f g  ，    2 2f g ，若    1 , 2f f 已知可求得 ,l m ， 

     g x 即可求出 

(2) 所求即    2 2f g  

(3) 所求即    1 1 1f g   

(4)    2
2f x x  餘  g x  

(5)       1 2f x x x Q x px q      

    

   
   
1 1

2 2 2

f g x p q

f g p q

   


  

1

2 2

l m p q

l m p q

   
    

 

       餘 1 2l x m      2 2lx m x g x x      
      

答：(1)(2)(4) 

【範例三】已知實係數多項式 ( )f x 除以 2 2x  的餘式為 1x  。若 ( )xf x 除以 2 2x  的 

          餘式為ax b ，則數對 ( , )a b      。         【108 年指考數乙】 

解：令      2 2 1f x x Q x x      

則        2 2 1xf x x x Q x x x        2 22x x Q x x x      

     2 22 2 2x x Q x x x        

   2 2 1 2x xQ x x         

故 1a  、 2b    
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 (丙) 方程式的根  

（一） 牛頓定理： 

設 ,p q且 ( , ) 1p q  ， 

若
q

p
是整係數方程式 1

1 1 0( ) 0n n
n nf x a x a x a x a

      之一根， 

則 | np a ， 0|q a 且 | (1)p q f ， | ( 1)p q f  。 

（二） 勘根定理： 

設 ( )f x 為一實係數多項式 

①  若 ( ) ( ) 0f a f b  ，則 ( ) 0f x  至少有一實根（或奇數個實根）介於 ,a b之間。 
[圖形表示]  

 
 
 
 
 
 

②  若 ( ) ( ) 0f a f b  ，則 ( ) 0f x  在 ,a b之間或無實根，或有偶數個實數。 

[圖形表示]  

 
 
 
 
 

（三） n 次多項式： 

設 3 2 0ax bx cx d    之三根為 , ,   ，則

b

a
c

a
d

a

  

  



    

   

  

 

 

【範例一】已知實係數多項式方程式 3 2 8 0x ax bx    的三根相同，請問b的值等 

於下列哪一個選項？ 

(1) 6   (2) 8   (3) 10   (4) 12   (5) 14         【101 年指考數乙】 

    解：設三根為 , ,       8         2    

   b               4 4 4 12b      
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【範例二】設整係數方程式 4x  33x  2bx 10 0cx   有4 個相異有理根， 

則其最大根為    。 (A) 10   (B) 5   (C) 2   (D) 1  (E) 1  

    解：可能有理根為 1 , 2 , 5 , 10 又四根積 10 ，且四根和 3   

   ∴四根為 1 , 2 , 5    ∴最大根為2  

【範例三】設 ( )f x 為一實係數三次多項式且其最高次項係數為1，已知 

        (1) 1, (2) 2 , (5) 5f f f   ，則 ( ) 0f x  在下列哪些區間必定有實根？ 

         (1) ( ,0)   (2) (0,1)   (3) (1,2)   (4) (2,5)   (5) (5, )   【96 年學測】 

    解：由已知可令 ( ) ( 1)( 2)( 5)f x x x x x      

    

0 1 2 3 4 5

( )

x

f x

 
       

 

   ( ) 0f x  在 (0,1),(2,3),(4,5)存在實根 

          選(2)(4) 

【範例四】設 ( )f x 為三次實係數多項式，且知複數1 i 為 ( ) 0f x  之一解。試問下列 

          哪些敘述是正確的？ 

        (1) (1 ) 0f i        (2) (2 ) 0f i       (3) 沒有實數 x 滿足 ( )f x x  

        (4) 沒有實數 x 滿足 3( ) 0f x     (5) 若 (0) 0f  且 (2) 0f  , 則 (4) 0f   

                                                             【93 年學測】 

    解：(1) 實係數三次方程式 ( ) 0f x  有一根為1 i ，另一虛根為1 i  

   (2) ∵虛根成雙  ∴ (2 ) 0f i   

   (3) ( )f x x 為三次方程式  ∴至少有一個實根 

   (4) 3( ) 0f x  為九次方程式  ∴至少有一個實根 

   (5) ∵ ( ) 0f x  恰有一個實根且 (0) 0f  ， (2) 0f   

   ∴實根在 (0,2) 之間   ∴由圖中知 (4) 0f   

           選(1)(2)(5)  

【範例五】關於多項式不等式： 

         
2 ( 5)( 1)( 4)( 7) (2 3)( 5)( 1)( 4)( 7)x x x x x x x x xx           ， 

         下列哪些選項是它的一個解？ 

          (1) 2   (2)    (3)    (4) 2              【99 年指考數乙】 

     解： 2( 5)( 1)( 4)( 7)[ (2 3)] 0x x x x x x        

    2( 5)( 1)( 4)( 7)( 2 3) 0x x x x x x         

    
2 2 3 0x x   恆成立    ( 5)( 1)( 4)( 7) 0x x x x       

                           故選(2)(4) 
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【範例六】實係數函數 4 3 2( ) 5 3f x x x x ax b     ，若 ( ) 0f x  有一根為2 i ，求： 

         (1) a      ，b      。 (2) 滿足 ( ) 0f x  之 x 範圍為    。 

     解：(1) 2x i    2( 2) 1x      2 4 5 0x x     
4 3 2( ) 5 3f x x x x ax b      2 2( 4 5)( 6)x x x x      

19a  ， 30b    

(2) 2 2( ) ( 4 5)( 6) 0f x x x x x       

2 6 0x x      ( 2)( 3) 0x x      2 3x    
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第十二重點：指數與對數  

 (甲) 圖形  

【範例一】設直線 x k 與 5logy x 、 5log (y x 4) 分別相交，且已知兩交點的距離 

          為0.5，若k a b  ，其中 ,a b均為正整數，試問a b 為    。 

          (A) 6  (B) 7   (C) 8   (D) 9   (E) 10          

    解：兩交點分別為 5( , log )k k 與 5( , log (k k 4)) ，今知兩點距離為0.5， 

  所以 5log (k  54) log 0.5k  ，即
4

5
k

k


  

  所以 4 5k k  ，即
4

1 5
5 1

k a b    


 

  所以 1 5 6a b     

【範例二】設 ,r 為函數 2logy x 圖形上之一點，其中 為圓周率， r 為一實數。    

           請問下列哪些選項是正確的？ 

         (1)  ,r  為函數 2xy  圖形上之一點 

     (2)  ,r  為函數
1

2

x

y    
 

圖形上之一點 

         (3) 
1

,r

 
 
 

為函數 1

2

logy x 圖形上之一點 

          (4)  ,2r  為函數 4xy  圖形上之一點              【100 年指考數乙】 

    解：(1) ( , )r 在 2logy x 上 2log 2rr         ( , )r  在 2xy  上 

   (2) 
1

2
2

r
r


    
 

    ( , )r   在
1

2

x

y    
 

上 

   (3) 2 1

2

1
log logr 


     

1
,r


  
 

在 1

2

logy x 上 

   (4) x r 代入 4xy  2 24 (2 )r ry        2( , )r  在 4xy  上 

          選(1)(2)(3)  

【範例三】在坐標平面上，設 P為 22y x x   圖形上的一點，若 P的 x 坐標為 3log 10， 

        則 P點的位置在    。 

        (1) 第一象限 (2) 第二象限 (3) 第三象限 (4) 第四象限 (5) 坐標軸上 

    解： 2( 2)y x x    ( 1)( 2)x x     

   當 3log 10x  時 1 0x   3, 2 log 10 2x    3
10

log 0
9

   

    0y   ( , )P   位置在第四象限 
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【範例四】考慮坐標平面上滿足 2 5x y 的點 ( , )P x y ，試問下列哪一個選項是錯誤的？ 

          (1) (0,0) 是一個可能的 P 點 

       (2) (log5,log 2) 是一個可能的 P 點 

         (3) 點 ( , )P x y 滿足 0xy   

         (4) 所有可能的點 ( , )P x y 構成的圖形為一直線 

   (5) 點 P 的 ,x y 坐標可以同時為正整數               

    解：2 5x y  5 5log 2 log 5x y    5(log 2)y x 表過 (0,0)且斜率為 5log 2的直線 

如圖所示：故 (1)(2)(3)(4) 均正確 

但若 5, log 2
y

x y
x

    （不合） 

故 (5) 不正確 

 (乙) 不等式  

【範例一】設      
  

2 128 3 1 6 6

5 125 2 4

x x x

x x
f x



  


 
，若   0f a  ，則a 可以是下列何數？ 

         (1) 3   (2) 2   (3) 20   (4) 40 。 

    解：      
  

7 0

3 2

2 2 3 3 6 6
0

5 5 2 2

a a a

a a
f a



  
 

 
即     7 0 3 2 0a a a a       

       2 3 7 0a a a a           

   由所求範圍判斷(1)(2)正確 

【範例二】設2 3x  ，3 4y  。試選出正確的選項。（註：log 2 0.3010 ，log3 0.4771 ） 

                              【97 年指考數乙】 

(1)
 

2x    (2)
 

3

2
y    (3) x y   (4) 2xy    (5) 2 2x y 

 

解：(1) 
23 4 2 2x     2x   

(2) 
3

24 27 3 27 3y      
3

2
y   

(3) 
log3

1.585
log 2

x     
log 4

1.2617
log 3

y     x y   

(4)  
21

3 2 4 2x yy   2
x

y
    2xy   

(5) 
2

x y
xy


 2 2x y    

    但 x y 2 2x y                         選(1)(4) 
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 (丙) 首數尾數與應用題  

【範例一】觀察2 的次方所形成的等比數列： 2 3 42,2 ,2 ,2 ,，設其中出現的第一個13  

          位數為2n ，則n      。（註： 10log 2 0.3010 ） 

    解：
12 13

12 log 2 13 39.8 ~ 43.18 ~
log 2 log 2

n n n          n 最小40  

【範例二】聲音的強度是用每平方公尺多少瓦特 2( / )W m 來衡量，一般人能感覺出聲音 

          的最小強度為 12 2
0 10 ( / )I W m ；當測得的聲音強度為 2( / )I W m 時，所產生 

          的噪音分貝數d 為
0

( ) 10 log
I

d I
I

  。 

         (1) 一隻蚊子震動翅膀測得的聲音強度為 12 210 ( / )W m ，求其產生的噪音分 

             貝數。 

         (2) 汽車製造廠測試發現，某新車以每小時60公里速度行駛時，測得的 

            聲音強度為 4 210 ( / )W m ，試問此聲音強度產生的噪音為多少分貝？ 

         (3) 棒球比賽場中，若一支瓦斯汽笛獨鳴，測得的噪音為70分貝，則百 

             支瓦斯汽笛同時同地和鳴，被測得的噪音大約為多少分貝？ 

                                                     【93 年指考數乙】 

    解：(1) 1210I    ∴
12

12

10
( ) 10 log 10 log1 0

10
d I



     (分貝) 

(2) 410I     ∴
4

8
12

10
( ) 10 log 10log10 10 8 80

10
d I



      (分貝) 

(3) 
0

( ) 70 10log
I

d I
I

    ∴
0

7 log
I

I
    ∴ 7

0

10
I

I
    ∴ 7

0 10I I   

  所求
7

0

0 0

100 100 10
(100 ) 10log 10log

I I
d I

I I

 
  910log10 90  (分貝) 

【範例三】設 102a b  ，其中 log 3a  。已知利用 loga、 10log 2 的值與內插法求得 

          logb 的近似值為3.0025，試問b的值最接近下列哪一個選項？ 

         （註： log 2 0.3010 ）                          【97 年指考數乙】 

          (1)
 
1002   (2)

 
1006   (3) 1010   (4) 1014   (5) 1018

 

       
解： log 3 1000a a    

    由內插法可知 

    

1000 1024 1000

25 0 100 0

b  


 
1006b   

 



何明高中數學教學團隊  第 41 頁  版權所有 

第十三重點：數與數線上的幾何  

【範例一】三個相異實數 , ,a b c滿足
4 1

5 5
b a c  ，如果將 , ,a b c標示在數線上，則 

         (1) b在a 與c 之間    (2) c b    (3) 若
4 1

3 3
d a c  ，則d 在a 與b之間 

         (4) a 到c 的距離是a 到b的距離的5倍  

         (5) 如果
4 1

5 5
b a c  ，則 0a b c    

      解：①  若a c 或a c 均有可能，故(1)真(2)不真(4)真 

         ②   4 1 4 1 8 5
5 4

3 3 3 3 3 3
d a c a b a a b        

d 為 ,a b之外分點  (3)不真 

         ③  由(1)當 0, 0, 0a b c   ，
4 1 4 1

5 5 5 5
b a c b a c        

             但 , , 0a b c  ，故(5)不真   選(1)(4) 

【範例二】設 , , ,a b c d 為實數且
1

1

ax b

cx d

  
  

的解為
9

1
2

x   或
7

3
2

x  ， 

          則a b c d        。  

       解：
9 7 1 1

4 4 4 2 1 8
2 2 2 2

x x x x                

            1x  或 3x    

2 1x    或 2 1x   
1 1

2 1 1
2 2

x x        

1 1
2 8 10

2 2
a b c d          

【範例三】設 x 為實數，請求出滿足方程式 1 2 3 10x x    的解 x      。 

    解：① 
3

2
x  時， ( 1) (2 3) 10x x    ， 4x   

②
 

3
1

2
x   時， ( 1) (2 3) 10x x    ， 6x   （不合） 

③ 1x   時， ( 1) (2 3) 10x x     ， 8

3
x    

由①②③得 4x  或
8

3
  
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【範例四】考慮有理數
n

m
，其中 ,m n 為正整數且1 8mn  。則這樣的數值(例如

1

2
與

2

4  
同值，只算1個)共幾個？

 
(1) 14個  (2) 15個  (3) 16個  (4) 17個  (5) 18個   

 【105 年指考數乙】 

解：點 ( , )m n 如右圖 

         
0

0

n n

m m





表 (0,0)與 ( , )m n 之斜率 

         觀察可得共20 3 17   

答：(4) 
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第十四重點：排列組合與古典機率  

【範例一】某畢業班由8位同學負責畢旅規劃，分成 , ,A B C 三組，且三組分別由3人、 

3人、2   人組成。8位同學每人都會被分配到其中一組，且甲、乙兩位 

同學一定要在同一組。這8位同學總共有幾種分組方式？ 

          (1) 140種  (2) 150種  (3) 160種  (4) 170種  (5) 180種 

【109 年指考數乙】 

解： 6 5 6 3

1 3 3 32 =120+20=140
A B C

C C C C    
甲乙在 或 組 甲乙在 組  

【範例二】從三位數中任選一數，寫成 210 10a b c    ，其中a 是1到9的整數， 

b和c 都是0到9的整數，則 9a b c   的機率為    。
 【108 年指考數乙】 

解：
3 10
8 2 1

9 10 10 9 10 10 20

H C
p   

   
 

【範例三】不等式 47x y  的所有非負整數解中，滿足 x y 的解共有    組。 

【108 年指考數乙】 

解： 3 49
47 2 1176H C  且 x y 之解有    0,0 23,23 共24 組解， 

根據二一律，     1176 24
576

2
n x y n x y


     ， 

故 x y 之解有576 24 600   

【範例四】某甲在坐標平面上點 (3,4)的位置，擲一均勻銅板，若出現正面，則以向量 

(1, 1) 的方向與大小移動；若出現反面，則以向量 ( 1, 1)  的方向與大小移 

動。到達新位置之後，重複同樣的步驟，直到抵達 x 軸或 y 軸時停止。 

試選出正確的選項。 

(1) 甲可能到達點 (0,0)          (2) 若甲停在 y 軸，則甲恰好移動4 次 

(3) 甲最後停在 y 軸的機率大於停在 x 軸的機率 

(4) 甲最後停在點 (2,0) 的機率為0 

(5) 甲最後停在點 (1,0)與停在點 (5,0)的機率相等  【109 年指考數乙(補)】 

解：(1) 甲可能到達點 (0,1),(1,0),(3,0),(5,0),(7,0)  

(2) 若甲停在 y 軸，則甲恰好移動3次 

(3) 甲最後停在 y 軸的機率為
31 1

( )
2 8

 小於停在 x 軸的機率
1 7

1
8 8

   

(5) 甲最後停在點 (1,0)的機率
3 2
2

1 1 1 3
( ( ) )

2 2 2 16
C   

           
小於停在點 (5,0)的機率

4 3
3

1 1 4
( )
2 2 16

C 
                

選(4) 
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【範例五】某公司生產的光電元件，每50件為一批，每批中至多有5件不合格品。 

某甲向該公司訂購光電元件，假設甲的檢驗程序如下： 

在交貨的每一批50件光電元件中，隨意抽取2 件檢驗。若2 件均合格， 

則整批均接受；否則整批退貨。 

(1) 該公司交給甲的某一批貨被退件的機率最大可能值為何？ 

(2) 若該公司希望將交給甲的退貨的機率控制在10% 以內，則其生產線 

上每批50件的產品中，不合格品最多允許幾件？ 

解：(1) 

45
2
50
2

47
1

245

C
p

C
    

(2) 

50 50
2 2

50 50
2 2

1 0.1 0.9
k kC C

p
C C

 

        
(50 )(50 1) 9

50 49 10

k k  
 

  

  (50 )(50 1) 45 49k k        直接代 0,1,2,3,4,5k  檢查得 2k   

   所以應控制至多2 個不合格 

 


